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О неэкспоненциальной устойчивости систем с
запаздыванием нейтрального типа с вырожденным
нейтральным слагаемым 1
В работе изучается сильная асимптотическая устойчивость
систем нейтрального типа с одним вырожденным нейтральным
слагаемым. Мы рассматриваем операторную модель системы в
гильбертовом пространстве. Для получения достаточного условия
сильной устойчивости мы используем две техники: базисов Рисса
из инвариантных конечномерных подпространств и ограниченность
резольвенты на некотором подпространстве спектрального разложения
фазового пространства.
1. Введение
Мы рассматриваем системы с распределенным запаздыванием заданные
следующим функционально-дифференциальным уравнением:
z˙(t) = A−1z˙(t− 1) +
∫ 0
−1
A2(θ)z˙(t+ θ) dθ +
∫ 0
−1
A3(θ)z(t+ θ) dθ, t ≥ 0, (1)
где A−1 постоянная n × n матрица, A2, A3 матрицы размера n × n с элементами
принадлежащими пространству L2(−1, 0).
Исследуется задача асимптотической устойчивости данного класса систем.
Задача экспоненциальной устойчивости систем нейтрального типа является хорошо
изученной (см., например, [7]), однако, экспоненциально неустойчивые системы
могут оказаться сильно асимптотически устойчивыми. Э тот факт является
следствием специального поведения спектра систем нейтрального типа (см. [5]).
В работе [10] задача асимптотической неэкспоненциальной устойчивости была
подробно исследована в предложении невырожденности нейтрального слагаемого:
detA−1 6= 0. В данной работе мы отказываемся от этого ограничения и показываем,
что результат о неэкспоненциальной устойчивости доказанный в [10] имеет место
вне зависимости от условия detA−1 6= 0.
Подход, который мы применяем, основывается на операторной модели систем (1)
в гильбертовом пространстве M2
def=Cn × L2(−1, 0;Cn) (см. [10, 6]):
x˙ = Ax, Ax(t) = A (y(t), zt(·)) =
(∫ 0
−1
[A2(θ)z˙t(θ) +A3(θ)zt(θ)]dθ,
dzt(θ)
dθ
)
, (2)
где оператор A порождает C0-полугруппу и его область определения задается как
D(A) = {(y, z(·))T : z ∈ H1(−1, 0;Cn), y = z(0)−A−1z(−1)} ⊂M2.
Оператор A системы (1)-(2) обладает только дискретным спектром σ(A), и, более
того, рост полугруппы {etA}t≥0 определяется расположением спектра. Обозначим
через ωs = sup{Reλ : λ ∈ σ(A)} и ω0 = inf{ω : ‖eAtx‖ ≤ Meωt‖x‖}; имеет место
соотношение ω0 = ωs (см., например, [7]).
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Из последнего следует, что полугруппа {etA}t≥0 экспоненциально устойчива тогда
и только тогда, когда спектр A удовлетворяет соотношению ωs < 0. Однако,
этот тип устойчивости не является единственно возможным для систем вида (1)-
(2) (аналогичная ситуация имеет место для некоторых систем гиперболического
типа). А именно, если ωs = 0 (и A−1 6= 0), тогда существует последовательность
собственных значений, чьи действительные части стремятся к нулю, а мнимые
части стремятся к бесконечности. В этом критическом случае экспоненциальная
устойчивость не возможна: ‖etA‖ 6→ 0 при t → ∞, но может иметь место
асимптотическая неэкспоненциальная устойчивость: lim
t→+∞ e
tAx = 0 для всех x ∈
M2. Данный вид устойчивости исследовался для систем (1)-(2) в работе [10] при
важном предположении detA−1 6= 0. Здесь мы предлагаем результат в общем
случае, а именно, мы допускаем, что A−1 может быть вырождена и доказываем
следующую теорему.
Theorem 1. Положим σ1 = σ(A−1)∩{µ : |µ| = 1}. Предположим, что σ(A) ⊂ {λ :
Reλ < 0} (необходимое условие). Следующие три взаимно исключающие ситуации
могут иметь место:
(i) σ1 состоит только из простых собственных значений. Тогда система (1)-
(2) асимптотически устойчива.
(ii) Собственному значению µ ∈ σ1 отвечает жорданов блок размера больше
единицы. Тогда система (1)-(2) неустойчива.
(iii) Ни одно собственное значение из σ1 A−1 не обладает жордановым блоком
размера больше единицы, но для некоторого µ ∈ σ1 его собственное
подпространство имеет размерность два или более. Тогда система (1)-(2)
может быть как устойчивой так и неустойчивой.
В случае detA−1 6= 0, спектр оператора A расположен в вертикальной полосе
d1 ≤ Re σ(A) ≤ d2, и, более того, σ(A) = {ln |µm|+ i(argµm + 2pik) + o(1/k) : µm ∈
σ(A−1), k ∈ Z} (см. [11, 10]). Данный факт позволяет доказать существование базиса
Рисса из обобщенных собственных векторов для оператора A = A˜, отвечающего
случаю A2(θ) ≡ A3(θ) ≡ 0. В общем случае оператор A не порождает такого
базиса Рисса (см. контрпример в [11] и некоторые общие условия в [13]), однако
в работах [11, 10] было показано, что существует базис Рисса из A-инвариантных
конечномерных подпространств пространства M2 (см. также работы [1, 2, 3], в
которых исследуются базисы Рисса из подпространств решений). Существование
такого базиса является мощным инструментом при анализе свойства устойчивости
системы.
Если теперь предположить, что detA−1 = 0, тогда приведенное выше
расположение спектра порождается только ненулевыми собственными значениями
µm ∈ σ(A−1), а весь спектр оператора может быть неограничен слева. В
этом случае существование базиса Рисса из A-инвариантных конечномерных
подпространств для всего пространства M2 не может быть гарантировано. Как
следствие, доказательство пункта (i) приведенное в [10], которое существенно
опирается на технику базисов Рисса, не может быть применено и необходим другой
способ анализа устойчивости.
Целью данной работы является доказательство пункта (i) теоремы 1 для
систем нейтрального типа с вырожденным нейтральным слагаемым. Для этого мы
комбинируем технику базисов Рисса с анализом ограниченности резольвенты на
некотором A-инвариантном подпространстве. А именно, рассматривая собственные
значения оператора A, которые лежат достаточно близко к мнимой оси и
используя результаты работы [11, 10], можно гарантировать, что соответствующие
собственные вектора образуют базис Рисса замыкания своей линейной оболочки
M12 . Далее, мы доказываем, что фазовое пространство M2 допускает спектральное
разложение в прямую сумму двух A-инвариантных подпространств: M2 = M12 ⊕
M02 , где A-инвариантное подпространство M02 таково, что резольвента R(λ,A)
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равномерно ограничена на нем для всех {λ : Reλ ≥ 0}. Таким образом сужение
полугруппы {etA|M02 }t≥0 экспоненциально устойчиво (см., например, [12]), а для
доказательства асимптотической устойчивости сужения полугруппы {etA|M12 }t≥0
мы используем те же методы, что и в работе [10]. Указанная схема требует
достаточно громоздкой техники, которая только вкратце приводится в данной
работе.
Кроме того, мы приводим пример семейства нейтральных систем,
иллюстрирующий пункт (iii). В работе [10] пункт (iii) был показан через
построение системы вида (2) в пространстве M2 и это построение существенно
использовало технику базисов Рисса. Это мотивировало нас к построению более
простого и наглядного примера в терминах систем вида (1).
2. Представление фазового пространства
Дадим более точное описание спектра оператора A. Обозначим через µ1, . . . , µ`
множество различных ненулевых собственных значений матрицы A−1 и через
p1, . . . , p` их кратности. Через A˜ обозначим оператор A в случае A2(θ) ≡ A3(θ) ≡ 0.
Несложно видеть, что собственные значения A˜ задаются выражением λ˜km = ln |µm|+
i(argµm + 2pik), m = 1, `, k ∈ Z. Собственные значения оператора A являются
корнями уравнения
det4(λ) = 0, 4(λ) = 4A(λ) = −λI+λe−λA−1 +λ
∫ 0
−1
eλsA2(s)ds+
∫ 0
−1
eλsA3(s)ds.
(3)
Рассуждая как в работе [9, Theorem 4], мы доказываем, что существует номер N1
такой, что суммарная кратность корней уравнения det4(λ) = 0, содержащаяся
внутри каждого круга Lkm(r(k)), равна pm для всех m = 1, ` и k : |k| ≥ N1, где
Lkm(r
(k)) есть окружности с центрами в λ˜km и с радиусами r(k), удовлетворяющими
соотношению
∑
k∈Z
(r(k))2 < ∞. Обозначим эти корни (собственные значения
оператора A) как λkm, 1 ≤ m ≤ `, |k| ≥ N1.
Напомним обозначение σ1 = σ(A−1) ∩ {µ : |µ| = 1} и предположим, что σ1 =
{µ1, . . . , µ`1}, `1 ≤ `. Всюду далее мы предполагаем, что p1 = . . . = p`1 = 1 (так как
наша цель доказать пункт i) теоремы 1).
Для построения разложения пространства M2 мы выделяем такое подмножество
спектра σ(A):
Λ1 = {λkm ∈ σ(A), 1 ≤ m ≤ `1, |k| ≥ N2} для некоторого N2 ≥ N1, (4)
и два подпространства в M2:
M12 = Cl Lin{ϕ : (A− λI)ϕ = 0, λ ∈ Λ1}, (5)
M̂12 = Cl Lin{ψ : (A∗ − λI)ψ = 0, λ ∈ Λ1}. (6)
Очевидно,M12 является A-инвариантным и M̂12 является A∗-инвариантным. Введем
подпространство M02 удовлетворяющее
M2 = M̂12
⊥⊕M02 . (7)
Так как M02 является ортогональным дополнением к M̂12 в M2, то оно A-
инвариантно.
Remark 1. Множество Λ1 определяется значением N2 ∈ N. Для любого малого
ε > 0 существует достаточно большое N2 такое, что Λ1 принадлежит вертикальной
полосе {λ : −ε < Reλ < 0}.
Remark 2. Собственные вектора {ϕkm} оператора A, соответствующие λkm ∈
Λ1, образуют базис Рисса замыкания своей линейной оболочки. Аналогичное
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утверждение верно для собственных векторов {ψkm} оператора A∗, которые
соответствуют λkm, λkm ∈ Λ1.
Theorem 2. (о разложении в прямую сумму). Имеет место следующее
разложение пространства M2 в прямую сумму:
M2 = M12 ⊕M02 , M12 ,M02 – A-инвариантны и заданы (4)–(7).
Доказательство. Собственные вектора ϕkm: (A−λkmI)ϕkm = 0 и ψkm: (A∗−λkmI)ψkm =
0 имеют вид (см. [10, 9]):
ϕkm =
(
[I − e−λkmA−1]xkm, eλ
k
mθxkm
)
, xkm ∈ Ker4(λkm), (8)
ψkm =
(
ykm, [λkme
−λkmθ −A∗2(θ) + e−λ
k
mθ
∫ θ
0
eλ
k
ms(A∗3(s) + λkmA
∗
2(s))ds]y
k
m
)
,
ykm ∈ Ker4∗(λkm).
Семейства функций {ϕkm}, {ψji } являются биортонормальными после
нормализации и, более того,
〈ϕkm, ψkm〉M2 = −〈4′(λkm)xkm, ykm〉Cn , где 4′(λ) =
d
dλ
4(λ). (9)
В силу (9) и (7) мы имеем ϕkm = γkm+akmψ̂km, γkm ∈M02 , ψ̂km = 1λkmψ
k
m. Следовательно,
для любого x ∈M2 верно:
x = x̂0+
∑
(m,k)∈Z
bkmψ̂
k
m = x̂0−
∑
(m,k)∈Z
bkm
akm
γkm+
∑
(m,k)∈Z
bkm
akm
ϕkm = x0+
∑
(m,k)∈Z
ckmϕ
k
m, (10)
где x̂0 ∈ M02 , x0 = x̂0 −
∑
(m,k)∈Z
bkm
akm
γkm ∈ M02 и ckm = b
k
m
akm
,
∑
(m,k)∈Z
|bkm|2 < ∞, Z =
{(m, k) : 1 ≤ m ≤ l1, |k| ≥ N}. Для доказательства сходимости рядов из (10) мы
используем следующие оценки:
Lemma 1. Пусть ‖xkm‖Cn = 1, ‖ykm‖Cn = 1. Существуют константы N ∈ N,
C > 0, 0 < C1 < C2 такие, что
(1) ‖ϕkm‖ ≤ C, ‖ψ̂km‖ ≤ C, где ψ̂km = 1λkmψ
k
m;
(2) 0 < C1 ≤
∣∣∣ 1λkm 〈4′(λkm)xkm, ykm〉∣∣∣ ≤ C2, для всех 1 ≤ m ≤ l1, |k| ≥ N .
Эти оценки основаны на анализе структуры семейства матриц 4(λkm) и 4′(λkm)
для больших значений параметра |k|. 
3. Ограниченность резольвенты
Следующим шагом является доказательство того факта, что сужение
резольвенты на инвариантное подпространство M02 : R(λ,A)|M02 является
равномерно ограниченным в замкнутой правой комплексной полуплоскости.
Явная форма резольвенты оператора A приведена в работе [11, 10]:
R(λ,A)
(
z
ξ(·)
)
≡
 e−λA−1 ∫ 0−1 e−λsξ(s)ds+ (I − e−λA−1)4−1(λ)D(z, ξ, λ)∫ θ
0 e
λ(θ−s)ξ(s)ds+ eλθ4−1(λ)D(z, ξ, λ)
 ,
(11)
где z ∈ Cn, ξ(·) ∈ L2(−1, 0;Cn), 4(λ) определяется (3) и D(z, ξ, λ) – следующая
вектор-функция: D(z, ξ, λ) = z + λe−λA−1
∫ 0
−1 e
−λθξ(θ)dθ − ∫ 0−1A2(θ)ξ(θ)dθ −∫ 0
−1 e
λθ[λA2(θ) +A3(θ)]
∫ θ
0 e
−λsξ(s)ds dθ.
Theorem 3. (об ограниченности резольвенты). Сужение резольвенты R(λ,A)
на подпространство M02 является равномерно ограниченным для всех λ : Reλ ≥ 0,
то есть существует C > 0 такое, что ‖R(λ,A)x‖ ≤ C‖x‖, x ∈M02 .
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Доказательство. Из явного вида резольвенты (11) можно заключить, что
основная сложность заключается в доказательстве ограниченности слагаемого
4−1(λ)D(z, ξ, λ). А именно, так как det4(λkm) = 0 для λkm ∈ Λ1 и Reλkm → 0
при k → ∞, то норма 4−1(λ) бесконечно растет когда Reλ → 0 и Imλ → ∞
одновременно. Однако произведение 4−1(λ)D(z, ξ, λ) оказывается ограниченным
для (z, ξ(θ)) ∈M02 :
Lemma 2. Вектор-функция 4−1(λ)D(z, ξ, λ) равномерно ограничена в
ограниченных окрестностях Uδ(λkm) собственных значений λkm ∈ Λ1 для
некоторого фиксированного δ > 0, т.е.:
1. Для всех 1 ≤ m ≤ `1, |k| > N и λ ∈ Uδ(λkm) верна оценка ‖4−1(λ)D(z, ξ, λ)‖ ≤
Cm,k;
2. Существует C > 0 такое, что Cm,k ≤ C для всех 1 ≤ m ≤ `1, |k| > N .
Доказательство этого утверждения является наиболее технически сложным в
данной работе, в частности, оно требует доказательства следующего важного
соотношения: D(z, ξ, λkm) ∈ Im4(λkm). 
4. Основной результат
Используя результаты приведенные выше мы покажем верность пункта (i)
теоремы 1 сформулированной во введении.
Theorem 4. (об устойчивости). Если σ(A) ⊂ {λ : Reλ < 0} и σ1 = σ(A−1)∩ {µ :
|µ| = 1} содержит только простые собственные значения, тогда система (1)-(2)
является сильно асимптотически устойчивой.
Доказательство. Разложим фазовое пространство в прямую сумму A-
инвариантных подпространств M12 и M02 (теорема 2). Подпространство M12
обладает базисом Рисса из собственных векторов оператора A, и, применяя
технику сходную с приведенной в работе [10], мы доказываем, что lim
t→+∞ e
tAx = 0
для всех x ∈ M12 , т.е. полугруппа {etA|M12 }t≥0 является сильно асимптотически
устойчивой. Из теоремы 3 следует, что сужение R(λ,A)|M02 ограничено в
полуплоскости {λ : Reλ ≥ 0} и, следовательно, сужение {etA|M02 }t≥0 является
экспоненциально устойчивым (см., например, [12]). Следовательно, полугруппа
{etA}t≥0 является сильно асимптотически устойчивой. 
Отметим, что как доказательство пункта (ii), так и доказательство пункта (iii)
теоремы не используют существования базиса Рисса пространства M2 и,
следовательно, не используют существенно предположения detA−1 6= 0. Однако,
для полноты мы приводим здесь пример иллюстрирующий пункт (iii) теоремы 1.
Пример. Мы рассматриваем следующий частный случай уравнения (1):
z˙(t) =
( −1 0
0 −1
)
z˙(t− 1) +
( −1 s
0 −1
)
z(t), s ∈ R. (12)
Матрица A−1 обладает двумерным собственным пространством соответствующим
собственному значению µ = −1 ∈ σ1. Собственные значения соответствующего
оператора A удовлетворяют уравнению λeλ + λ + beλ = 0. Таким образом, для
всех значений s операторы A обладают одним и тем же спектром. Используя
результаты о расположении корней трансцендентных функций доказанные в работе
Л.С. Понтрягина [4, 1942], мы доказываем, что σ(A) ⊂ {λ : Reλ < 0}. Однако,
при s = 0 оператор A обладает только собственными векторами (нет корневых
векторов) и система (12) является устойчивой, а при s 6= 0 оператор A обладает
семейством корневых векторов и система (12) неустойчива.
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Abstract
The strong asymptotic stability property of mixed retarded-neutral type systems is
studied. We consider an operator model of the system in Hilbert space. Two technics
are combined to get the condition of asymptotic non-exponential stability: the existence
of a Riesz basis of invariant finite-dimensional subspaces and the boundedness of the
resolvent in some subspaces of a special decomposition of the state space.
Аннотация
В работе изучается сильная асимптотическая устойчивость систем нейтрального
типа с одним вырожденным нейтральным слагаемым. Мы рассматриваем
операторную модель системы в гильбертовом пространстве. Для получения
достаточного условия сильной устойчивости мы используем две техники:
базисов Рисса из инвариантных конечномерных подпространств и ограниченность
резольвенты на некотором подпространстве спектрального разложения фазового
пространства.
Анотацiя
У роботi вивчається сильна асимптотична стiйкiсть систем нейтрального
типу з одним виродженим нейтральним доданком. Ми розглядаємо операторну
модель системи в гiльбертовому просторi. Для отримання достатньої умови
сильної стiйкостi ми використовуємо двi технiки: базисiв Рiсса з iнварiантних
скiнченновимiрних пiдпросторiв i обмеженiсть резольвенти на деякому пiдпросторi
спектрального розкладу фазового простору.
